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Ozdeger Problemleri

Dr. Baris Erkus

1 Baz Vektorleri

Verilen bir n x 1 boyutundaki siitiin a vektorii, herhangi n adet n x 1 boyutunda siitiin baz

vektorleri v, va, -+ , v, cinsinden ifade edilebilir:
1
Ui
v?
a=cvy+ vy, + -0 Vi, Vi = :
n
v

Eger c—katsayilari n x 1 boyutunda bir c—vektoriine, ve v—vektorleri de n x n boyutunda bir
V matrisine yerlestirilirse, a vektorii su sekilde de ifade edilebilir:

a=Vc

Bu durumda ii¢ olasiliktan biri miimkiin olabilir: (a) baz vektorlerinin genel olmasi, (b) baz
vektorlerinin birbirlerine dik olmasi, (c) baz vektérlerinin birim biyiikliikte olup biribirine dik
olmasi. Bu ii¢c durum asagida 6zetlenmistir.

a. Secilen vi, vy, -+, v, baz vektorleri birbirine dik degilse, VIV islemi ile elde edilen
matris genel ancak simetrik bir matris olacaktir:

° o o o
VTV — o o o
o o

SYM °

Bu durumda baz vektérlerinin biiyiikliigii cok 6nemli degildir. Biiyiikliikleri birim ise, VIV
diyagonalleri (1) = 1 olacaktr.

b. Secilen vy, vy, - - -, v,, baz vektorleri birbirlerine dik ise, VIV islemi ile elde edilen ma-
tris diyagonal matris olacaktir ve i—inci diyagonal v;—vektoriiniin biiyiikligiiniin karesi

olacaktir; |v;| = \/(Uil)Z + ()7 + -+ (o)

*Positive Definite matrisler icin
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0o 0 . 0
0 0 0 v,

Bunun nedeni bir birine dik olan vektdrlerin skalar carpiminin sifir olmasidir.

c. Secilen vy, vy, -+ , v, baz vektorlerinin biyiikliikleri birim ise ve birbirlerine dik ise,
VTV islemi ile elde edilen matris diyagonal matris olacaktir ve i-inci diyagonal (1)2 =1

olacaktir: |Vz| — \/(Uzl)2 + (Ui2>2 + -4+ (U?)Q =1.

1> 0 0 0
0 (1)) 0 0
VvV = (1) =1
0O 0 . 0
0 0 0 (17

Bu durumda VIV =1 =VV~! ve VV~! =T oldugundan, V' = V! olacaktir.

2 Standart Ozdeger Problemi

Standart Ozdeger Problemi su sekilde tanimlanabilir:

Ad =\

Burada A, n x n boyutlarinda bir matris, ¢, n x 1 boyutunda 6zvektor ve A\ dzdegerdir. Bu
problemin ¢éziimden n—adet 6zvektor ve bu vektorler ile eslesen n—adet 6zdeger elde edilir.
Eger bulunan bu dzvektorler asagida gosterildigi gibi n x n boyutunda bir matris olarak ifade
edilirse ve 6zdegerler diyagonallere yerlesmis bir matris olarak ifade edilirse

M O 0 0

o cll cll cb’ PO R
- 1 2 n | = .

0 0 . 0

o | 0 0 0 X,

ozdeger problemi su sekilde teyit edilebilir:
AD = DA
Buradan asagidaki iki durumun saglandigi goriilebilir:
O AD = A, A=DOAD!

Bu noktada 6zdeger vektorleri ve matrisi icin A matrisine bagl olarak iki olasiik mevcuttur:
(a) A matrisinin simetrik olmamasi durumu, (b) A matrisinin simetrik olmasi durumu. Bu iki
durum asagida irdelenmistir:
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a. A matrisinin simetrik olmamasi durumunda, 6zdeger vektorleri birbirine dik olmayacak-
tir. Bu durumda 1.a.’de anlatildigi iizere, ®@* ® matrisi genel bir matristir ve diyagonal
degildir. Ozvektorlerin biyiikligi birim ise, bu matrisin diyagonalleri (1)2 = 1 olacak-
tir.

b. A matrisinin simetrik olmasi durumunda, dzdeger vektorleri birbirine dik olacaktir. Bu
durumda 1.b.'de anlatildigi iizere, ®T® matrisi diyagonal matris olacaktir. Diyago-
naller, 6zvektorlerin biyiikligiiniin karelerine denk gelecektir:

&> 0 0 0
0 |dof* 0 0
0 0 0
0 0 0 |,

OTd =

Buna ek olarak, eger 6z vektorlerin biiyiiklikleri birim biiyiikliik haline getirilirse, yani |, = 1
yapilirsa, 1.c.'de anlatildigi lizere

(1> 0 0 0
0 (1)) 0 0
T = (1) =1
0O 0 "-. 0
0 0 0 (1)

olur. Goriildiigii tizere ®T matrisi @' matrisi ile ayni vazifeyi gérmiistiir. Bundan dolayi 6z
vektorler birbirine dikse ve biiyiikliikleri birim biiyiikliik ise su durumlar saglanir:

o' =0!
OTAD = A, A= OADT

3 Genellestirilmis Ozdeger Problemi
Genellestirilmis Ozdeger Problemi su sekilde tanimlanabilir:
Ad =)\Bo

Burada A ve B matrisleri n x n boyutlarindadir, ¢, n x 1 boyutunda ézvektor ve \ 6zdegerdir.
Bu problemin ¢oziimden n—adet 6zvektor ve bu vektorler ile eslesen n—adet 6zdeger elde edilir.
Eger bulunan bu dzvektorler asagida gosterildigi gibi n x n boyutunda bir matris olarak ifade
edilirse ve dzdegerler diyagonallere yerlesmis bir matris olarak ifade edilirse

A 0 0 0

I | X 0 0

(D = (bl q)2 (bn ) A: ) O
| | | 0O 0 0 X

ozdeger problemi su sekilde teyit edilebilir:

AD =BOA
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Genellestirilmis Ozdeger Problemi, denklemin her iki tarafi B~ ile carpilirsa Standart Ozdeger
Problemine cevrilebilir:

B~ (AD) = B™! (BDOA)
B'A® = IDOA
A® = ®A,  (Standart Ozdeger Problemi)

burada: A=B'A

Gériildiigii iizere, A = B~'A islemi Genellestirilmis Ozdeger Problemini standart probleme
cevirmektedir. Bundan dolayr A matrisinin simetrik olup olmamasi biiyiik 6nem tasimaktadir.

Yapi dinamiginde karsimiza cikan problemlerin cogunda A ve B matrisleri simetriktir. Buna
ragmen A = B~ A islemi ile elde edilen A matrisi cok dzel durumlar disinda simetrik deglldlr
Bundan dolayi, 2.a. bsliimiinde anlatildigi iizere, zvektorler birbirlerine dik degillerdir ve @1 @
genel bir matris olmaktadir.

A matrisinin simetrik olmamasi, 6zvektérlerin dogrudan dik olmamasi anlamina gelmekte-
dir. Ancak ozvektorler, A ve B matrisleri tizerinden bazi ek diklik 6zelligi gosterirler. Matem-
atiksel olarak bu ek diklik durumlari su sekilde ifade edilir:

GiAD; =0,  §Bh; =0, i#]

Bu durumda ®TA® ve ®"B® matrisleri diyagonal matrislerdir:

rnm 0 0 0 s 0 0 0
OTAD — 0 r, 0 0 O BD — 0 s2 0 0
0 0 . 0| 0 0 -. 0
0o 0 0 r, 0 0 0 s

Ozel bir durum olmadigi siirece 7 ve s biiyiikliikleri genel sayilardir. Birbirleri arasinda ise
r; = si\; baglantisi mevcuttur. Bundan dolayi 6zvektorler, biiyiikliikleri s; yen; = 1 olacak
sekilde yenilenirse, su sonuclar ortaya cikar:

A0 0 0 1 0 0 O

. 0 X 0 0 ) 01 0 0
D emA(Dyeni = . - A7 (I)yenlB(Dyeni = . =1

Y o 0 . 0 00 .0

0 0 0 M\, 00 0 1

Biyiikligi ‘b;r,yeniB‘bi,yeni = 1 olan 6zvektorler su sekilde elde edilebilir:

1
d)z',yeni - ;Z(bz
Burada dikkat edilmesi gereken husus (j)gyechj)i’yeni = 1 biiyiikligiini saglayan 6zvektorler,
birim biiyiiklilkte olmazlar. Yani Dy yeni P yeni £ 1.
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4 Baz Vektorlerin Normallestirilmesi

Goriildiigu tizere, baz vektorleri icin 6nemli olan onlarin yonleridir. Biiyiikliikleri yonleri ayni
kaldigi siirece degistirilebilir. Bu ise, vektoriin tiim elemanlarini ayni sayi ile carparak ya da
bolerek miimkiin olabilir.

Hesaplarda, herhangi bir biiyiiklik kullanmak yerine, asagida &zetlenen ii¢c tip biiyiiklik
faydali olmaktadir ve denklemleri basit hale getirmektedir.

a.

Bu secenekte baz vektdrlerinin gercek biiyiikliigii 1'dir: & ¢ = 1. Bu tip bir biiyiikliik,
A matrisinin simetrik oldugu Standart Ozdeger Problemlerinde faydali olmaktadir,
¢linkii 6zvektorlerinin (baz vektorleri) gergek biiyiikliikleri 1 olarak secilirse simetrik bir
A matris icin ®@T® = I saglanmaktadir.

Bu secenekte baz vektorlerin verilen simetrik bir B matrisi tizerinden biyiikligi 1'dir:
¢ B¢ = 1. Bu tip bir biiyiikliik, simetrik A ve B matrislerinin iceren Genellestir-
ilmis Ozdeger Problemlerinde faydali olmaktadir, ciinkii 6zvektorlerinin (baz vektor-
leri) gercek biiyiikliikleri 1 olarak secilirse @ TB® = I saglanmaktadir. Bu durumda
®"AD = A olmaktadir.

Bu secenekte baz vektérleri, vektér elemanlarinin en biiyiik olaninin 1 olarak diizen-
lenmesi ile elde edilir: max (¢d) = 1. Bu tip bir normallestirme herhangi bir 6zdeger
probleminin ¢oziimiine bir katki saglamayacaktir. Bu tip normallestirmenin bazi 6zel
kullanim alanlari vardir. Bunlar daha sonraki boliimlerde tartisilacaktir.



